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Resumen. Los Filtros Digitales que interactian con procesos dinamicos, y que
emiten respuestas de alta calidad, con restricciones de tiempo y de sincronia se
les conocerd como FDTR (Filtros Digitales en Tiempo Real). En este articulo
se desarrollan los siguientes temas: a) Estado del arte sobre teoria de Filtrado
en Tiempo Real, b) Conceptos tedricos para describir un FDTR a través de sus
propiedades locales y globales y, ¢) Los resultados de implementacién de un
FDTR en su modalidad de estimador, utilizando Minimos Cuadrados sobre la
plataforma QNX RTP 6.0 para un sistema lineal, invariante en e tiempo,
estacionario y del tipo una entrada una salida.

1. Introduccion

Diversos investigadores han desarrollado trabajos sobre Filtrado Digital en Tiempo
Real, por ejemplo: Chui y Chen en [6] comentan que los filtros digitales como e de
Kaman se implementan en aplicaciones de Tiempo Rea gracias a reciente desarrollo
de computadoras de ata velocidad y consideran que Tiempo Rea es sinénimo de
répido sin hacer un estudio completo del Sistema de Tiempo Real (STR) en el que se
encuentra inmerso € filtro. Plantean problemas de seguimiento de trayectorias en 2D
para aeronaves a través de radares, y las consideraciones que toman son la velocidad
del sistema de computo y la capacidad del filtro para expresarse en forma recursiva,
por su parte, Gustafsson en [8] describe en su libro alos filtros digitales FIR (Finite
Impulse Response) como “aplicaciones para procesamiento de sefiales estandares en
Tiempo Rea”, sin dar ningln argumento que valide su afirmacion. Papoulis y
Bertran en [18] hacen una cuantificacion de los tiempos de desarrollo de aplicaciones
(filtros digitales) para el manegjo de sefiales desde un punto de vista préctico, donde
consideran: tiempos de gjecucion del algoritmo de filtrado, el procesador, tiempos de
conversion A/D y D/A, diagramas de tiempos y restricciones de precedencia. Kuo en
[12] da algunos g emplos sencillos de sistemas (aplicables a filtrado) con restricciones
de tiempo impuestas por el mundo fisico que coincide con lo que comenta Buttazzo
en [4]. Liu en [13] busca establecer un lazo entre lateoriade filtrado y lade los STR,
pero solo menciona a Filtro de Kalman la introduccion sin explicar si 1o implement6
onoy cud fue el proceso de su implementacion. Baras en [2] realiza un estudio sobre



procesamiento de sefidles en Tiempo Real, expone algunas técnicas de filtrado
(incluso usando redes neuronales) y justifica que éstas son en Tiempo Real solo si son
capaces de expresarse en ecuaciones recursivas de acuerdo alos conceptos de [6] .

2. Filtrado Digital en Tiempo Real

Una clase de filtros digitales que tiene un contacto con procesos dindmicos, requiere
proporcionar resultados correctos acotados en €l tiempo y sincronizado con las
dindmicas del proceso. Estos filtros serén Ilamados de ahora en adelante: Filtros
Digitales en Tiempo Real (FDTR). Los filtros digitales en tiempo rea deben de
cumplir con un conjunto de propiedades, |as cuales seran descritas en este trabajo.

Definicion 1. (Filtro Digital en Tiempo Real FDTR). Un FDTR es un Filtro Digital
que satisface las condiciones de un sistema de Tiempo Real de acuerdo a[4] y [14],y
debe cumplir: 1. Extraccion y emision de informacion sincronizada con el tiempo de
evolucién del proceso considerando e criterio de Nyquist en [17], 2. Emision de
respuestas correctas (por gemplo: Los criterios usados por Haykin en [9] entre
otros), 3. Respuestas acotadas en tiempo a través de intervalos semi-abiertos en
forma local y global de acuerdo a las restricciones temporales del proceso dinamico,
conforme a [17] y a algun criterio de convergencia preestablecido en el disefio del
filtro, 4. Capacidad de expresarse en forma recursiva de acuerdo a los conceptos de

(1] y[6].

2.1 Caracteristicas Temporalesdeun FDTR

Al implementar un FDTR en una computadora con una plataforma de Tiempo Redl,
los algoritmos del Filtro Digital son ejecutados por tareas (posiblemente concurrentes
si hablamos de un solo procesador) acotadas por plazos de tiempo semi-abiertos.
Tomando estas consideraciones se presenta la siguiente definicién:

Definicion 2. (Caracteristicas temporales de lastareasdeun FDTR). Lastareas de
un FDTR cuentan con un conjunto de caracteristicas temporales dentro de cada
intervalo de tiempo k, con k=0,...,n; y son: 1. Tiempo de arribo o llegada ( I1(Kk);) (ver
[3] vy [4]): Es € tiempo absoluto con respecto al inicio del proceso en que una tarea
pasa a formar parte de la cola de listos. Es decir, es un tiempo absoluto en que la
tarea queda formada hasta ser atendida, cumpliendo: 1(k); >0 tke N . 2. Tiempo de
gjecucion (C(K)): Es el tiempo que € procesador se encarga de gjecutar una tarea (o
conjunto de tareas sin interrupcion), donde C(k) ;>0 ke N*. 3. Plazo relativo minimo
(D(K)i_min): Es € tiempo minimo en el que se puede obtener una respuesta por parte
del FDTR, sin alterar negativamente la dindmica o comportamiento del sistemafisico
de acuerdo a [12] y [4] cumpliendo que D(K); mn 20 Vke N'. 4. Plazo relativo
méximo (D(K)i me): ES €l tiempo méximo en el que se puede obtener una respuesta
por parte del FDTR, sin alterar negativamente la dinamica del proceso de acuerdo a
[12] y [4]. El plazo relativo maximo cumple D(K)i min <D(K)i max ke N*. 5. Tiempo



de inicio o tiempo de liberacion (s(k)).. Es e tiempo en que una tarea inicia su
gecucion, cumpliendo: (k) s(K)i<((Ki + D(K)i max) Yke N'. 6. Tiempo de
finalizado (f(k);): Es € tiempo en que una tarea termina su gecucién dentro de cada
intervalo k. La condicion principal es f(k)ie [1d(K)i_minn LD(K)i_max), con 1d(K)i_min:=
[(K)i+D(K)i_min, ¥ LD(K)i max:= 1(K)i+D(K)i max- 7. Tiempo de retrazo (L(K)): Es el
tiempo definido por L(K):= /LD(K) mex- f(K)i /. Si LD(K)i mex > f(K) Significa que la
tarea fue terminada dentro de su plazo absoluto maximo, en caso contrario, la tarea
terminé después del intervalo k, y cuenta con un retrazo. 8. Tiempo prematuro (P(K);):
Es descrito por la siguiente expresion P(K);:= /Id(k)i_m-n -f(K); /, donde f(K)i=> 1d(K)i_min-
9. Plazo de convergencia (d): Se define como e tiempo méximo en que el FDTR
debe converger aun ¢, y estd determinado por la dindmica del proceso dindmico.
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Fig. 1. Tarea de Tiempo Real en un FDTR..El érea sombreada representa la activacion de la
tarea (cuando tiene €l uso de los recursos), también se muestran las caracteristicas temporales
presentadas en la Definicion 2.

Comentario 1. El tiempo de gjecucion (C(K);) puede estar formado por la suma de los
tiempos gjecucion de una o varias tareas, dependiendo de la complejidad del FDTR y
del nimero de variables.

Comentario 2. Los plazos D(K)i min , D(K)i mx SON relativos a I(K); ; es decir, solo se
contabilizan en € periodo k en que se encuentren. Si la respuesta del FDTR es
emitida antes de D(K);_nin existe un tiempo prematuro P(K); y ésta debe de esperar para
ser liberada. Si la respuesta del FDTR es emitida después de D(K);_max . €ntonces no
sirve €l sistema computacional y se presenta un retrazo descrito por L(K);.

Comentario 3. Al sumar, €l tiempo de llegada I(k); a los plazos relativos D(K)i nin ,
D(K)i_max, PErmitiré obtener plazos absolutos (1d(K);_min, LD(K)i_max ) (ver [13]).
2.2 Comportamiento Global del FDTR

Un FDTR proporciona una respuesta correcta global de acuerdo a un funciona de
convergencia {J(m)} que tiende a un valor de >0, con m>0, y me N*. El nmero m



es el contador de intervalos en que larespuestadel FDTR converge. ademas del grado
de convergenciadel FDTR, es necesario acotar su tiempo de respuesta, paraello se da
la siguiente definicion:

Definicién 3 (Tiempo de convergenciat; o). Es el tiempo en que el FDTR converge
esta definido por:

ti .= fi(k=m), (1)
la condicion que debe cumplir es:
O ¢ min <t c<d, )
donde tiempo minimo de convergencia del filtro es descrito por:
d_c min-= g 1d(k=m);_pin,dh), 3)

de acuerdo a concepto de medida expresado en [1]. En la Fig. 2. se exponen las
restricciones temporales locales y globales.
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Fig. 2. Restricciones de tiempo locales y globales en un Filtro Digital en Tiempo Redl. El
andlisis global se realiza dentro de los intervalos formados por los plazos relativos para cada
instante k; el andlisis global se considera en plazos absolutosy en multiplos m del periodo T..

2.3 Comportamiento Local del FDTR

Un FDTR dard unarespuesta local estable si a estimar € conjunto de pardmetros del
SLIT (Sistema Lined Invariante en e Tiempo) a filtrar, caen todos ellos dentro del
circulo unitario paratodo intervalo k. Esto es:

{lae M} < L k=1....n. . (4)

El conjunto de pardmetros estimados {as(k)}; representa los valores propios del
sistema modelado (ver [11]), tal que para sistemas discretos estables, esos valores
deben estar dentro de un circulo de radio unitario (ver [12]). Por su parte, €l
cumplimiento de las restricciones de tiempo por parte del FDTR esta dirigido de
acuerdo alas condiciones explicadas en la Definicion 2.



2.4 TiemposdeEjecucion del FDTR

El agoritmo de un FDTR general mente estéd compuesto por un conjunto de sub-tareas
como (ver Fig 3.): C(k)x: Tiempo de gjecucion del algoritmo de la ecuacion de estado
propuesta. C(k),: Tiempo de ejecucion del algoritmo de la ecuacion de la sefial
observable. C(k),: Tiempo de gecucion del algoritmo del estimador. C(K);: Tiempo de
gjecucion del algoritmo del error de convergencia. C(K),,: Tiempo de gjecucion del
acondicionamiento de la entrada u(t) del sistema fisico. C(K).,: Tiempo de ejecucion
del acondicionamiento de la salida y(t) del sistema fisico. C(k)ae: Tiempo de

gjecucion del acondicionamiento de la salida estimada () del sistema fisico.
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Fig. 3. Diagrama de blogues de implementacion de un FDTR. Cada bloque representa una tarea
(o conjunto de tareas) concurrentes y en Tiempo Rea que deben ser atendidas por la
computadora para obtener un resultado deseado.

Como se considera que es un sistema concurrente, todos estos tiempos de gecucion
deben ser sumados para obtener un tiempo de g ecucién C(k); . Tal que:

CK)i = C(K)x + C(K)y + C(K)a + C(K) + CK)au+ CK)ay + ClK)aye ®)

3. Ejemplo de Implementacion de un FDTR en un SLIT tipo
SISO

Para validar € conjunto de definiciones expuestas en la seccién anterior se
implement6 (simulacidn) experimentalmente sobre la plataforma QNX RTP 6.0 (ver
[19]) un FDTR en modalidad de estimador de parametros utilizando el método de
Minimos Cuadrados aplicado a modelo de un motor eléctrico derivado. EI modelo y
filtro propuestos consideran un sistema con las siguientes caracteristicas (ver [15],
[16] y [20]): &) El sistema (modelo del motor) es del tipo SISO (una entrada una
salida por sus siglaseninglés, ver [7], tal quei=1), lineal, estacionario e invariante en
el tiempo, caracterizado por un modelo Autoregresivo de acuerdo a [9] y [5], b)



Entrada escal6n de 20 volts a motor, c) Algoritmo Minimos Cuadrados (ver: [9] ), d)
Los ruidos v(k) y w(k) estan correlacionados con la sefial observable y(k) pero no
entre ellos. Las ecuaciones del proceso dindmico y del filtro utilizadas para €l
experimento se expresan a continuacion:

X(k+1)= ax(k) + v(k)

(6)
y(K)= x(K) + w(k) v

donde: x(k+1) es el estado del sistema, y(K) esla sefial observable (velocidad angular),
v(k) y w(k) son las perturbaciones internas y externas respectivamente, a es €
pardmetro a estimar. El estimador esta expresado por:

a(k):= P(KB(K™, (8)
P(K= P(k-1)+ y(k) y(k-1),

©)
B(k)= B(k-1) + y(k-1) y(k-1). (209
El error de estimacion es definido por [9] :
AK):=a(k)-a, (11)
El funcional del error de acuerdo a[9] y [5] :
JK=E (A(K) 47(K))- (12)

Para el modelo del motor se consideraron como resultados de la validacion del
algoritmo de estimacion los siguientes datos utilizados en [15] y [16]: a= 0.3,
o(v(k))=0.95, o(w(K))=0.99. Los tiempos de ejecucion ponderados (C, V¥ k) del
conjunto de tareas se obtuvieron del primer momento de probabilidad del conjunto de
tiempos de gecucion {C(K)} : a) El plazo méximo D(K)m.x, del sistema es igua a
periodo T(k), b) El tiempo de inicio ponderado (s,-I(k) ¥ K) se obtuvo a través del
primer momento de probabilidad del conjunto de tiempos de inicio {s(K)} tal ques,=
[(K)+0.0015 ms, c) El periodo de muestreo T(k) para el motor de C.C a 1500 rpm es
de 20 ms, d) El plazo minimo D(K)in= 2.5 ms ( se comprob6 experimental mente que
unarespuesta en un tiempo menor afectaba a motor en forma no deseada), €) El plazo
de convergencia debe ser (se obtuvo experimentalmente): d= 3 s.

Para obtener €l tiempo de gecucion total ddd FDTR se midieron los tiempos de
gjecucion de cada sub-tarea C(k): Cy= 0.237 ms, Cy= 0.289 ms, Cg= 0.258 ms,
Cpi= 0.249 ms, Cp= 3.252 ms, Cy= 0.245 ms, Ca= 0.310 ms, Ca= 0.302 msy Caye=
0.314 ms. El vaor de C(k) se obtuvo de acuerdo a (5) y ahorasetiene (ver Fig. 4):

C(K)= Cyx + Cyi + Cai + Cp + Cp + Cy + Cay+ Cpy + Chpe (13)

De acuerdo alaDefinicion 2, inciso f, €l tiempo de finalizado total f(k), esigua ala
suma del tiempo de gecucién C(k), més la suma de sus cambios de contexto
descritos por (s(k)-1(k)), para cada intervalo k. En este trabajo, se consider6 al
promedio de la sumade los cambios de contexto, para todas las evoluciones k:

fr(K)= C(k)+ 9 (s(K)-1(K), (14)
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Fig. 4. Gréfica de tiempos durante la implementacién experimental del FDTR. Se presenta la
activacion de cada tarea planificada por restricciones de precedencia.

Si se realiza un diagrama equivalente suponiendo que €l FDTR estd compuesto por
una sola sub-tarea se obtiene la Fig. 5, donde: T(K)= 20 ms, I(K)= T(k-1)k ms,s(k)=
[(K)+ 0.0135 ms, C(k)= 5.7305 ms,D(K)min= 2.5 ms, D(K)max= 20 ms, f(k)= 5.7305 ms,
L(k)= 14.269 ms, P(k)= 3.2305 ms.
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Fig. 5. Gréfica de tiempo equivalente del FDTR. La gréfica representa dd FDTR de como s
estuvieraformado por una sola tarea.

Del experimento se obtuvieron las Fig. 6 y Fig 7 con los siguientes resultados. m=
113 intervalos, t.=2.24 s, d= 3 s. Con t<d se muestra que €l plazo de convergencia
se cumpli6. Los ruidos se generaron a través con un rango de variacion de +0.008 con
relacion alos ruidos reales. El error de estimacion calculado fue de 0.32 unidades por
arriba del parémetro del modelo, siendo € valor estimado de 0.62 (ver la Fig. 6). Del
resultado del estimador se obtuvo un gréfico donde se ven las sefial es observables red
y estimada (Ver Fig. 7).
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Fig. 6. Estimacién del parametro através del FDTR. Se presenta la gréfica obtenida a partir del
FDTR donde m= 113.
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Fig. 7. Sefiales observablesreal y estimada. La gréfica representa la comparacion de las sefides
real del motor de C.C. y la estimada obtenida por el FDTR. El eje vertical representa la
velocidad angular en RPM y €l horizontal losinterval os de evolucion.



4. Conclusiones

El Filtro Digital en Tiempo Real, deja huecos entre las teorias: Filtrado y Tiempo
Real. En este trabgjo se da un conjunto de condiciones a cumplir por parte de los
FDTR, se exponen agunas definiciones, pero en general se expresa que los FDTR
deben proporcionar respuestas correctas, cumplir todas las restricciones de tiempo y
sincronia para no modificar indeseadamente las condiciones del proceso fisico con €l
gue interactUian, también se recalcala necesidad de expresarlos en formarecursiva.

Para la implementacién de un FDTR se requiere una plataforma de cémputo
adecuada, y se eligié QNX RTP 6.0 debido a que es un Sistema Operativo en tiempo
Real propietario, solido y que puede descargarse libremente de la pagina de QNX (ver
[19]) para fines no comerciales. En el caso del gemplo presentado, se aplicaron un
conjunto de pruebas locales y globales revisando siempre su sincronia de tal manera
gue sus tiempos de finalizado f(k) (probabilisticamente) estuvieran dentro de los
intervalos [1d(K)i min, LD(K)i_max)-

Finalmente, puede afirmase que no siempre es necesario contar con la computadora
més rdpida, sino con aquella que cumpla todas las restricciones impuestas por €
medio fisico y de acorde a su dinamicatemporal.
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