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Resumen Tras obtener una solucién para un problema de optimizacién,
muchas técnicas heuristicas de resolucién de problemas aplican un pro-
cedimiento de mejora a esta. La gran mayoria de los métodos de mejora se
basan en Busquedas Locales. Proponemos un procedimiento alternativo
para el problema del empaquetado rectangular bidimensional no guilloti-
na que consiste en reconstruir la solucién. Para determinar la iteracién
a partir de la cual reconstruir, se realiza un andlisis de la solucién a la
que se desea aplicar el procedimiento de mejora. Los resultados experi-
mentales obtenidos muestran que se mejora la calidad de la solucién y
que la técnica es eficaz para resolver el problema.

1. Introduccion

Muchas técnicas heuristicas de resolucion de problemas aplican procedimien-
tos de mejora a soluciones previamente obtenidas. Los procedimientos de mejora
maés conocidos son las Busquedas Locales en las que, una vez definido el concepto
de entorno de una solucion, se escoge una solucién del mismo que mejore a la
solucién inicial. Si esta solucién existe, el procedimiento reitera el paso anterior
con ella. En caso contrario, se finaliza la busqueda. La gran mayoria de los pro-
cedimientos de mejora que pueden aplicarse a una solucién son variantes de las
Busquedas Locales o emplean a estas como elementos importantes de su diseno.

Presentamos un procedimiento alternativo para mejorar la calidad de una
solucion del problema del empaquetado rectangular bidimensional no guilloti-
na. El procedimiento tiene su origen en el andlisis de una técnica constructiva
GRASP [3] previamente propuesta para este problema. Se ha observado que
esta técnica tiende a ubicar de forma incorrecta los rectangulos en las ultimas
iteraciones del método constructivo. Por ello, se propone reconstruir la solucién
obtenida por el método constructivo extrayendo los tltimos rectdangulos de la
solucién para ubicarlos usando una técnica heuristica. Realizamos un analisis de
la solucién obtenida por el método constructivo para determinar qué rectangulos
deben extraerse de la solucién. Con ello, adaptamos el procedimiento de mejora
al problema y asi aumentamos la eficiencia del mismo.
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El presente trabajo se estructura de la siguiente forma. En la préxima seccién
se introduce el problema del empaquetado rectangular bidimensional no guilloti-
na. En la seccién 3 se expone la técnica constructiva GRASP y en la seccion 4 se
describe la particular implementacién que se hace de la misma para el problema
del empaquetado rectangular bidimensional no guillotina. Adem4s, se descrine
el andlisis de la solucién que da lugar al procedimiento de mejora. Por ltimo, se
muestra la experiencia computacional realizada y se enumeran las conclusiones
que se siguen de los resultados obtenidos.

2. Empaquetado rectangular bidimensional no guillotina

Los problemas de empaquetado constituyen una amplia clase de problemas
en los que, de forma general, se desea empaquetar un conjunto de items (figuras
geométricas pequenas) en un objeto geométrico mayor (o conjunto de objetos)
de tal forma que se optimice algtiin objetivo relativo al empaquetado obtenido.

La importancia de estos problemas en procesos industriales o de gestién fi-
nanciera se refleja en la gran cantidad de trabajos aparecidos en la literatura
cientifica. Algunos trabajos de revision y clasificacion en los que también se
enumeran aplicaciones son [6] [7] [8] ¥ [11].

Aqui consideramos el problema del empaquetado rectangular bidimensional
no guillotina que se formula como sigue. Dado un objeto rectangular de am-
plitud fija w y altura infinita, y un conjunto, R = {R(w1,h1),..., R(w,,h,)},
de rectangulos con al menos uno de sus lados, w;, h;, menor que w, se desea
empaquetar el conjunto R en el objeto rectangular utilizando el menor espacio
posible (0 lo que es lo mismo, se pretende minimizar la altura del empaquetado).
En este problema se pueden rotar los objetos y los cortes pueden ser de tipo no
guillotina (ver figura 1(a)).

3. Greedy Randomized Adaptive Search Procedures

GRASP (Greedy Randomized Adaptive Search Procedure) [9] [10] es un pro-
cedimiento heuristico que consta de varias etapas. A una fase constructiva, en la
que se escoge al azar un elemento de la lista restringida de candidatos, le sigue
una fase de postprocesamiento en la que se mejora la solucién obtenida en la
fase anterior. Los anteriores pasos se reiteran hasta que se cumpla el criterio de
parada. La mejor solucién obtenida es la propuesta por el algoritmo.

Los elementos que determinan completamente la técnica GRASP son: la fun-
cién heuristica, la forma en que se construye la lista restringida de candidatos,
el método de postprocesamiento y el criterio de parada.

3.1. Fase constructiva. Lista restringida de candidatos

Supongamos que para el problema particular que se estd abordando se dis-
pone de una funcién heuristica, f, que mide la conveniencia de considerar cada
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elemento como parte de la solucién. Supongamos ademas, sin pérdida de general-
idad, que cuanto mayor sea la adecuacién de un elemento, mayor es la evaluacién.
En un estrategia greedy se escoge, en cada iteracién, el elemento que maximiza la
funcién f. Como se ha mencionado anteriormente, esta estrategia suele suminis-
trar pobres resultados y, en general, no puede asegurarse que con ella se obtenga
la solucién 6ptima del problema.

Una alternativa para superar este inconveniente consiste en escoger, no el
mejor elemento, segun la evaluacion dada por f, sino uno de los mejores al
azar. Para ello, se construye una lista restringida de candidatos que incluye a
los mejores elementos. Esta lista se puede construir de varias formas. Algunas
de las posibilidades son

1. por cardinalidad: la lista estd formada por los k (pardmetro fijado por el
ususario) elementos con mayor evaluacién de la funcién heuristica,

2. por rango: la lista esta formada por los elementos cuya evaluacién esta a una
distancia no superior a un umbral fijado por el ususario. Esto es, dado un
valor o € [0, 1], la lista restringida de candidatos la forman los elementos
cuya evaluacién estd en el intervalo [(1 — a)MAX, M AX], siendo MAX la
evaluacién del mejor elemento;

3. por interseccion de las dos anteriores: en cada iteracién del proceso con-
structivo, la lista la forman los elementos que pertenecen simultdneamente
a los dos conjuntos anteriores.



v

3.2. Fase de postprocesamiento

En un GRASP, a cada una de las soluciones obtenidas en la fase constructiva,
se le aplica un procedimiento de mejora que devuelve una solucién que mejora
a la de partida. Como postprocesamiento suele emplearse una simple busqueda
local descendente, aunque también han sido exploradas otras alternativas. En [2]
se enumeran algunas de estas alternativas: aplicar un Recocido Simulado desde
la solucién, aplicar un Algoritmo Genético con poblaciéon inicial de soluciones
construida mediante GRASP, etc.

4. GRASP para el problema del empaquetado de
rectangulos

En la presente seccién describimos un GRASP para el problema del empaque-
tado rectangular bidimensional no guillotina. En [3] se encuentra una descripién
detallada de este GRASP junto al analisis de amplios resultados experimentales
que indican que esta técnica es la mas eficiente y eficaz para el problema.

La definicién de la lista restringida de candidatos se realiza a partir del
concepto de contorno superior.

4.1. Contorno

La inclusién de un rectangulo cualquiera en el objeto, determina un contorno
superior rectangular como el que se muestra en la figura 1(b). Adem4s, es posible
que se obtengan areas no aprovechables, llamadas desperdicios, como el que se
obtiene al incluir el rectdngulo 4 en el objeto de la figura 1(b). El contorno, C,
puede representarse por medio del conjunto de segmentos horizontales (tomados
de izquierda a derecha) que lo forman. Es decir:

C = {(y17x%7x%>7 (y27x%7x§)7 MR} (yc7x§7$5)}

con
y" = altura del i-ésimo segmento
2} = punto inicial del i-ésimo segmento.

o} = punto final del i-ésimo segmento

Ademss, 1 = 0y 2§ = w. Nétese que, intuitivamente, es preferible un contorno
formado por pocos niveles a otro con muchos niveles. Esto es asi, ya que, en
general, la posibilidad de obtener desperdicios aumenta con el niimero de niveles.

4.2. Lista restringida de candidatos

Sea t la iteracion actual del proceso constructivo y supongamos que R =
R1 U R4, siendo R; el conjunto de los rectangulos previamente incluidos en el
objeto y Ro = R\ Ri. Sea C(t) el contorno determinado por los rectdngulos
de R;. Evaluaremos la conveniencia de incluir un rectangulo de R en el objeto
por la forma que tendré el contorno C(t) tras su inclusion.
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1. Lista restringida de candidatos: sea dado « € [0,1] y supongamos que el
segmento del contorno con menor altura es (y*,z},z%). La lista restringida
de candidatos se construye como sigue:

LRC = {R(wj,hj) € Ry :
(0<azh—2i —w; <a)V(0<zh—ai—h; <a)}.

Es decir, la lista estd formada por aquellos rectdangulos que mejor se ajustan
al ancho del segmento inferior del contorno. El ajuste viene determinado por
el valor de a.

Para que la anterior definicién tenga sentido, debe haber, al menos, un rectangulo
de Ry, digamos R(w,, h,), tal que (0 < 24 —2! —w, < a)V(0 < 24—z —h, < a).
Si ningun elemento de Ry cumple la anterior condicién, se ubica dentro del objeto
el rectdngulo que mejor se ajusta a x5 — 2%, y se reconstruye el contorno. Si no
existe tal rectangulo, se reconstruye el contorno eliminando, convenientemente,
el segmento (y*, %, x%).

4.3. Fase de postprocesamiento

Una de las situaciones anémalas que puede presentarse al aplicar los métodos
constructivos anteriores se muestra en la figura 2. Consideremos la ubicacién del
rectangulo 6. Cualquiera de los métodos anteriores lo ubicaria segtin se indica en
la figura 2(b). La bondad de esta nueva situacién depende del instante en que se
produce. En las primeras iteraciones del método, la situacién es aconsejable. No
obstante, en las tltimas iteraciones puede producir soluciones de baja calidad.
En particular, si nos encontramos en la tltima iteracién, seria preferible ubicarlo
como se muestra en la figura 2(c).

El anterior comportamiento es caracteristico del método constructivo que
empleamos. Por ello, en [3] se proponia el siguiente procedimiento de mejora,
que se aplica a la solucién obtenida en la fase constructiva.

Procedimiento de mejora: extraer los udltimos m (pardmetro fijado por el
usuario) rectdngulos de la solucién. Supongamos, por simplicidad, que son
{R1, Ry, ..., R, }. Para cada permutacién, (R;,, Ri,,...,R;, ), de los rec-
tangulos:

1.) Hacer j = 1. Colocar el rectdngulo R;, en la posicién mas profunda
del objeto y con la orientacién que suponga una menor altura relativa.
Actualizar el contorno.

2.) Hacer j = j+ 1. Tomar el rectdngulo R;, de la permutacién y empaque-
tarlo siguiendo el proceso anterior.

3.) Si j = m, parar; en caso contrario repetir el paso 2.

Devolver la mejor de las soluciones obtenidas con el método anterior.

A pesar de que la anterior fase de postprocesamiento mejora la calidad de las
soluciones obtenidas en la fase constructiva (ver [3]), tiene dos inconvenientes.
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1. Valores limitados del parametro m: dado que se realiza una bisqueda exhaus-
tiva entre todas las posibles combinaciones de los tltimos m rectangulos, hay
que limitar esta busqueda a valores pequenos de m.

2. Obligacion de fijar a priori el valor de m: soluciones diferente requerirdn,
posiblemente, reconstruir desde puntos distintos. Fijar a priori el valor de m
impide que la fase de postprocesamiento se adapte a la solucion obtenida en
la fase constructiva.

Para subsanar estos inconvenientes, se propone analizar el contorno superior que
se obtiene en cada iteracion del proceso constructivo y determinar de esta forma
el valor de m, y realizar una busqueda heuristica entre todas las combinaciones
de los ultimos m rectangulos.

Anadlisis del contorno La fase constructiva de un GRASP para el problema del
empaquetado de rectangulos bidimensional no guillotina consta de n iteraciones
(con n el nimero de rectdngulos a empaquetar). Sea C(t) el contorno superior
que se obtiene al incluir un rectiigulo en la t-ésima iteracién.

Asociado al contorno C(t) pueden considerarse varios valores que miden la
suavidad del mismo. Uno de estos valores es la altura media de los niveles que
se define como

AlturaMedia(C(t)) = = > (y*(C(#)) - y') t=1,...,n
i=1
donde ¢ es el nimero de niveles del contorno y

v (C(1) = max {y'} t=1,...,n.

Convenimos que AlturaMedia(C(0)) = 0. Sea asimismo

AAlturaMedia(t) = AlturaMedia(C(t — 1)) — AlturaMedia(C(t)),
t=1,...,n
el incremento que se produce en la altura media del contorno al incluir el
rectangulo de la t-ésima iteracién.

Proponemos dos formas de obtener la iteracion (o equivalentemente el niimero
de rectdngulos) a partir de la cual aplicar el método de mejora.

1. Mayor incremento en la altura media. Aplicar el procedimiento de mejora a
partir de la iteraciéon en que se produce un mayor incremento en la altura
media. Es decir, si t* es la iteracion que maximiza

AAlturaMedia(t) = AlturaMedia(C(t — 1)) — AlturaMedia(C(t)),
t=1,...,n,

se extraen los rectangulos empaquetados en las iteraciones que van desde la
t* hasta la n.
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Figura 2. Procedimiento de mejora
2.  Menor altura media. Aplicar el procedimiento de mejora a partir de la ite-

racion en que el contorno es mas suave. Es decir, si t* es la iteracién que
minimiza

AlturaMedia(C(t)), t=1,...,n,
se extraen los rectangulos empaquetados en las iteraciones que van desde la
t* 4+ 1 hasta la n.

Busqueda heuristica Nétese que una vez determinada la iteracion, t*, a par-

tir

de la cual reconstruir, se obtiene un nuevo problema de empaquetado de

dimension menor en el que la frontera inferior del objeto en que se deben incluir

los

rectangulos viene dada por el contorno C(¢*). Este nuevo problema puede

abordarse por cualquiera de las técnicas heuristicas de resoluciéon de problemas.
Hemos experimentado con una Busqueda Local Descendente.

1.

4.4.

Busqueda Local Descendente. Dada una permutacion de los rectangulos y el
movimiento consistente en intercambiar el orden de dos ellos, realizar el mejor
de los movimientos mientras sea posible. Los rectangulos se empaquetan

siguiendo los pasos 1, 2 y 3 del procedimiento de mejora descrito en la seccién
4.3.

Criterio de parada

La busqueda realizada con GRASP finaliza después de un nimero dado,

niter = 20, de pasadas del bucle Fase Constructiva, Fase de Postprocesamiento.

5.

Experiencia computacional

Para evaluar el comportamiento de nuestras propuestas de mejora de las

soluciones obtenidas en la fase constructiva del GRASP, se resolvieron diferentes
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problemas generados aleatoriamente. Se implementé un generador de problemas
que, dado el ancho del objeto rectangular, w, el nimero de rectangulos, n, y el
valor objetivo 6ptimo, hp¢, suministra un conjunto de n rectangulos que pueden
ubicarse en un objeto rectangular de amplitud w utilizando una altura hy:. En la
figura 1(a) se muestra uno de los problemas obtenidos con este generador. Cada
problema fué resuelto 5 veces realizando 20 pasadas del bucle Fase Constructiva,
Fase de Postprocesamiento. El valor que determina el umbral de ajuste en el
proceso constructivo del GRASP se fijé a a = 0.

En la tabla 1 se muestran los resultados obtenidos en la experiencia computa-
cional. Las tres primeras columnas describen el problema: nimero de rectangu-
los (n), ancho del objeto rectangular (w) y altura éptima (hepe). A continuacién
aparecen 12 columnas agrupadas en dos grupos de 6 columnas. Cada grupo se
corresponde con uno de los criterios propuestos para obtener la iteracién a partir
de la cual aplicar el método de mejora.

En las columnas 4 y 5 se recogen el mejor valor objetivo (Obj) y el valor
objetivo medio obtenido en las 20 fases constructivas del GRASP. En las colum-
nas 6 y 8 se muestran estos mismos valores tras la fase de postprocesamiento.
Las columnas 7 y 9 almacenan las mejoras producidas tras la fase de postproce-
samiento. La descripcion de las columnas que van desde la 10 hasta la 15 es
similar.

Por cada problema se muestran 5 filas de resultados (una por cada una de
las 5 ejecuciones del GRASP realizadas) mas una que recoge los valores medios
de las mejoras. De los resultados obtenidos podemos concluir lo siguiente.

1. La fase de postprocesamiento mejora la calidad de las soluciones. La mejora
se produce tanto en el mejor valor objetivo como en el valor objetivo medio.
Aunque la mejora pueda parecer no significativa hay que senalar que las
soluciones generadas en la fase constructiva son, en la gran mayoria de los
casos, de alta calidad. Por ello, el efecto de la mejora puede parecer menor.

2. Euxiste una ligera diferencia en el comportamiento de los criterios. Aunque
las diferencias no son significativas, se observa que, para problemas con el
mismo numero de rectangulos, el criterio basado en el mayor incremento
en la altura media produce una mayor mejora en el mejor valor objetivo
de aquellos problemas con h,y,; menor. Para los problemas con mayor Aoy,
el criterio que suministra mayores mejoras es el basado en la menor altura
media.

3. La técnica GRASP propuesta es eficaz en la resolucion del problema. La
distancia que existe entre el mejor valor objetivo encontrado por GRASP
y el valor objetivo éptimo es inferior en todos lo casos a 2 unidades (para
cuatro problemas es inferior a 1 unidad y para los otros dos es inferior a
2 unidades). Este comportamiento ya se observé en la amplia experiencia
computacional desarrollada en [3].
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Cuadro 1. Evaluacién experimental del postprocesamiento

Mayor incremento en la altura media

Menor altura media

Constr. Postproc. Constr. Postproc.
n  w hepe Obj Obj Obj Mej. Obj Mej. Obj Obj Obj Mej. Obj Mej
50 50 50 51 52,6 51 0 52,45 0,15 52 52,3 52 0 52 0,3
52 53,15 51 1 52,95 0,2 52 52,35 51 1 51,95 0,95
52 55,7 51 1 55,15 0,55 52 52,3 52 0 52,3 0
52 55,2 51 1 54,9 0,3 52 52,5 52 0 52,4 0,1
52 52,55 52 0 52,45 0,10 53 56 52 1 55,5 0,5
0,6 0,26 0,4 0,26
50 40 60 64 64,2 62 2 63,75 0,45 62 63,85 62 0 63,6 0,25
62 65,55 62 0 63,15 0,85 64 65,2 62 2 64,25 0,95
64 66,3 63 1 64,9 1,4 63 66,55 62 1 62,75 3,8
64 65,9 64 0 64,4 0,4 63 63,5 62 1 63,1 04
63 65,45 63 0 64,45 1 63 6595 63 0 63,65 2,3
0,6 0,82 0,8 1,54
100 50 50 52 52,55 52 0 52,55 0 51 51,7 51 0 51,4 0,3
52 52 51 1 51,35 0,65 51 51,9 51 0 51,5 0,4
52 52 52 0 52 0 52 52,1 52 0 52,1 0
51 51,65 51 0 51,65 0O 52 52,7 52 0 52,35 0,35
52 52 51 1 51,35 0,65 52 52,5 51 1 51,6 0,9
0,4 0,26 0,2 0,39
100 50 75 77 77,35 7T0 77,05 0,3 T 76 1 76,75 0,25
76 76,75 7% 0 76,75 0 77 78,05 770 78,05 0
rTT,3 70 s 0,3 76 76,95 76 0 76,7 0,25
T 770 T 76 76,7 76 0 76,7 0
7T 77,55 770 77,25 0,3 7T Tr25 760 1 76,85 0,4
0 0,18 0,4 0,18
200 100 100 101 101,8 101 0 101,8 0 101 101,65 101 O 101,65 0
101 101,8 101 0 101,5 0,3 101 103,7 101 0O 103,7 0
102 102,2 101 1 102,05 0,15 101 102 101 O 101,8 0,2
101 103,85 101 O 102,65 1,2 102 102 102 0 102 0
101 102,2 101 0O 102,05 0,15 102 103,5 102 0 103,5 0
0,2 0,36 0 0
200 120 160 163 164,75 162 1 163,7 1,06 162 163,05 162 0 163,05 0
163 166,9 162 1 165,3 1,6 162 164,6 162 0 163,85 0,75
162 169,25 162 0 169,25 0 162 164,2 162 0 163,8 0,6
163 165,55 162 1 165,05 0,5 163 165,7 162 1 165,6 0,1
165 167,1 163 2 165,75 1,35 164 169,2 164 0 169,2 0
1 0,9 0,2 0,47
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